Hoofdstuk 7
Eenheden van 753

7.1 De groepsalgebra QS5

Stel S5 = {1,p, p? €, ep,ep®} de symmetrische groep van orde 6. Definieer
dan QS3 = {a +bp + cp® + de + eep + fep® 1 a,b,c,d e, f € Q}

Q, QS3,+, . is een Q-algebra

S5 is een niet-abelse groep met drie toevoegingsklassen en dus drie irredu-
cibele representaties: twee van graad 1 en eentje van graad 2 want 6 =
12412 + 2%

p1:53 = Q:p—lene— 1

p2: S5 —>Q:p—>lener —1

0 -1 1 -1
p3:53—>M2(@):p|—><1 _1) ene»—>(0 _1)

We kunnen die representaties lineair uitbreiden tot o : QS35 — Q®Q@ My(Q)
waardoor een willekeurig element a + bp + cp? + de + eep + fep? afgebeeld
wordt op

a—c+d—e c—b—d+f
<a+b+c+d—l—e+f,a+b—l—c—d—e—f, (b—c— et f a— b—d+e) )

De matrix van deze lineaire afbeelding is dan :

11 1 1 1 1
11 1 -1 -1 -1
1 0 -1 1 -1 0
0o -1 1 -1 0 1
o 1 -1 0 -1 1
1 -1 0 -1 1 0
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We kunnen dan gemakkelijk aantonen dat:

Stelling 7.1. QS; 2 Q ® Q ® M(Q) als Q-algebra

7.2 De groepsring 7Z5S;

De groep der gehelen van Q ® Q & My(Q) is Z & Z @& My(Z). De ring der
gehelen van QS5 noteren we met H. Het is duidelijk dat, via «, geldt dat H =
7 ®Z S My(Z). Elk element van de groepsring ZSs wordt door « afgebeeld
in Z&®Z@® My(Z). Dus is ZS3 C H. Er zijn echter ook elementen van H die
niet in ZSs zitten. Zo is bijvoorbeeld x = = (1 + p+ p* + €+ ep+ €p?) € QS

en a(z) = (1,0, (8 8)) €L DL D Msy(Z). Bijgevolg is x € H \ ZS3. We

vragen ons af welk deel van Z @ Z @ My(Z) overeenkomt met ZSs.

S| =

il

Stelling 7.2. ZS; = {(z,y, (z .

))EZ@Z@MQ(Z)} met
z+u=t+v mod3
y=v—u=z—tmod3

T =z-+u mod3

Bewijs. Noteer a(ZS3) = A. Dan geldt:(z, y, (i Z>) €A

1 1 1 1 1 1 a x
1 1 1 -1 -1 -1 b Yy
1 0 -1 1 -1 0f]ec i

s 3abe feZfg oy o 1| el T
0 1 -1 0 -1 1 € u
1 -1 0 -1 1 0/ \f v
a 1 1 2 0 0 2 x
b 1 1 -2 -2 2 0 y
c Ifr 1 0o 2 -2 =2 z

= Ja,b,--- fel:| 61 -1 2 0 —2 —2] |t
e 1 -1 =2 =2 0 2| |u
¥ 1 -1 0 2 2 0/ \v



20 — 2t — 2v = 0 mod 6 z4+u=t+vmod3

< < 4y +4u—4v =0 mod 6 << y=v—u=z—tmod3
2z — 2t + 2u + 4v =0 mod 6 x=t+vmod 3
Hieruit volgt het gestelde. ]

7.3 Eenheden in 75,

z t

Stelling 7.3. U(ZS3) = {(u v) € Gly(Z) met z+u = t+v mod 3}

Bewijs. Omdat ZSs isomorf is met een deel van Z & Z @& Ms(Z), bepalen we
eerst de eenheden van Z ® Z & My(Z). Nu geldt dat:

UZSZ®M(Z)=U(Z)DUZ)®U(M(Z)) = {£1} & {£1} & GLo(Z).
Hierbij is GLy(Z) de verzameling 2 x 2 matrices over Z met det = =+1.

Nu is (z,y, (i fj)) € {£1} @ {£1} ® GLy(Z) als x = +1, y = £1 en

(z f}) € GLy(Z). Dus moet zv — tu = £1. Nuis U(ZS;) = AN (U(Z) &

U(Z)®U(My(Z))). Definieer B = {(i Z) € GLy(Z) : z+u=t+wv}. Met

elk element van U(ZS5) correspondeert juist 1 element van B. Stel omgekeerd
dat z f}) € B, construeer dan r = z 4+ u mod 3 en y = z — ¢t mod 3. Nu
geldt:

z.y = (z+u)(z —t) mod 3
= (t+v)(z—1t) mod 3
= 2t —t* + vz — vt mod 3
=zt —t(z + u —v) + vz — vt mod 3
= vz —tu mod 3
= +1 mod 3

Dan moet x = +1 mod 3 en y = £1 mod 3. Dus kunnen we steeds een

t)) € AN(U(Z)aU(Z)®

v
U(M(Z))). Hieruit volgt het gestelde. O

unieke © = +1 en y = £1 vinden zodat (z, vy, (z
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We spreken van een genormaliseerde eenheid als py(a + bp + cp? + de + eep +
fep*) =a+b+c+d+e+ f=1. De verzameling van alle genormaliseerde
eenheden van ZG noteren we met U (ZG). Als a(a + bp + cp* + de + eep +
fep?) = (z,y, (2 i)), dan moet x = 1. Voor een eenheid geldt dat z =

z 4+ u mod 3. Bijgevolg is:

Stelling 7.4. U,(ZS5) = {(z f}) € GL(Z) metz+u=t+v =
1 mod 3}

De verzameling genormaliseerde eenheden Ui (ZS3) is een deelgroep van
U(ZSs) met index 2 en dus een normaaldeler. Bovendien is —/5 geen genor-
maliseerde eenheid, dus is:

Stelling 7.5. U(ZSg) = Ul(Z53) X {IQ, —12}

Noteer de verzameling genormaliseeerde eenheden met determinant gelijk
aan 1 door N, dan is N = {X = (Z i) € Gla(Z) met z4+u=t+v =

1 mod 3 met det X =1} of N ={X = (1ia g:i) mod 3}. Dan is
—~N={X € Gly(Z) met z+u=t+v=2mod 3 met det X =1}
eN 2 {X € Gly(Z) met z+u=t+v=1mod 3 met det X =—1}
—eN = {X € GI3(Z) met z+u=t+v=2mod 3 met det X = —1}

Stelling 7.6. U(ZS;) = N x {1,¢} met

N={Xx <1Ea g:i) mod 3}
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7.4 Torsie eenheden

7.4.1 Inleiding

Een torsie eenheid is een eenheid van eindige orde. We noteren de verzameling
van alle torsie eenheden van ZG door T'(U(ZG)) en de verzameling van alle
genormaliseerde torsie eenheden door T'(U;(ZQG)).

Een eenheid van oneindige orde noemen we torsie vrij.

Bij abelse groepen is T(U(ZG)) = £G en T(U,(ZG)) = G. Er is de stelling
van Cohn-Livingstone uit 1965, die zegt dat de orde van elke genormaliseerde
torsie eenheid een deler is van de exponent van de groep.

Omdat exp (S3) = 6, kan de orde van een torsie eenheid van ZS3 enkel 2,3 of
6 zijn. Omdat de eenheden van ZS5 elementen zijn van G Lo(Z) onderzoeken
we eerst de elementen van eindige orde in GLy(Z). We vinden volgende
resultaten in de theorie van matrixrekenen:

e De determinant van een matrix X uit GLy(Z) is steeds £1. De verza-
meling matrices uit GLs(Z) met determinant gelijk aan 1 noteren we

met SLy(Z).
e Elk element van eindige orde in G'Ly(Z) heeft orde 1,2,3,4 of 6.

e De eigenwaarden van een matrix X uit GLo(Z) liggen op de eenheids-
cirkel en zijn elkaars complex toegevoegde. Hun product is gelijk aan
de determinant van X en dus =£1.

e Eris 1 element van orde 2 in GLy(Z) waarvan de determinant gelijk is
aan +1, namelijk —1I5.

e Alle andere elementen van orde 2 in GGLy(Z) hebben een determinant
gelijk aan —1.

e Deze elementen van orde 2 zijn van de vorm:

cC —a

X:(a b) met a® + be = 1

Voor al deze matrices X geldt dat sp (X) =0en det X = —1

e Er zijn juist 2 toevoegingsklassen van matrices uit GLy(Z) waarvoor

sp (X) =0en det X = —1 . Als vertegenwoordigers kan je (1 O)

1 0
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De elementen van orde 3 zijn van de vorm:

C —a

X:(a_l b) met a(a — 1) +bc = —1

Voor al deze matrices X geldt dat sp —lendetX =1. Als

(X) =
klassevertegenwoordiger kan je dan <(1) :1) nemen.

De elementen van orde 4 zijn van de vorm:

c —a

X:(a b) met a® + be = —1

Voor al deze matrices X geldt dat sp (X) =0 en det X = 1.

Er is 1 klasse van matrices in Gly(Z) waarvoor geldt dat sp (X) =0

en det X = 1. Als klassevertegenwoordiger kan je dan <(1) _(1))

De elementen van orde 6 zijn van de vorm:

X = (a—l—l _2) met a(a+ 1) + bc = —1

Voor al deze matrices X geldt dat sp (X) = 1l en detX = 1. Als
klassevertegenwoordiger kan je dan <(1) _1) nemen.

Gly(Z) wordt voortgebracht door G [1)) en ((1) (1))

Sly(Z) wordt voortgebracht door S = ((1) i), een torsie vrij element

enlT = ((1) _é) een element van orde 4 met T2 = —1,.

Sly(Z) kan ook worden voortgebracht door 2 torsie elementen 7' en

0
U—TS—(1

1 0
en STS = <1 1).

_1>, een element van orde 6 met U3 = —1I, of door S
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7.4.2 Torsie elementen van orde 3

De elementen van orde 3 hebben altijd determinant +1 en zitten dus in
SLy(Z). Noteer de verzameling genormaliseerde eenheden in SLq(Z) door
2. De matrices S = <(1) 1) en T = (? _(1)) genereren SLy(Z). De
nevenklasse vertegenwoordigers van € in SLy(Z) zijn {£Iy, £S5, £T, £U}.

Stelling 7.7. Er is 1 toevoegingsklasse van elementen van orde 3 in
Uy(ZS3). Alle genormaliseerde torsie eenheden van orde 3 zijn in ZSs
dus toegevoegd aan p.

Bewijs. In SLy(Z) is er 1 toevoegingsklasse van elementen van orde 3 met

als vertegenwoordiger p = (0 ) Dus als X een genormaliseerde torsie

1 -1
. 4 (0 -1
eenheid is van orde 3 dan 37 € SIy(Z) : X = Z 1 -1 Z
Nuis Z = £WY met W € {I,,S,T,U} en Y € Uy (ZSs).
Maar dan is X = (£WY)~! (0 1> (£WY) = Yy 'w! (

1 -1
0 -1
1 -1

0 -1
1 -1

)y

Hieruit volgt dat W—! ( ) W=YXY ! e€U(ZSs).

Als W = S dan is W1 (? :DW:(

_} _é) ¢ U (ZS5).
Als W =T dan is W ((1] j) W = (_1 (1)) ¢ UL (ZSs).
_f f’) ¢ U, (ZSs).

De enige mogelijkheid voor W is dus W = I, maar danis X = Y ! (O _1) Y.

Als W = U dan is W—! (? :i)W:(

1 -1
: 0 —1Y\.
En dus is X toegevoegd aan p = | ) Uy (ZSs). O

We proberen nu een concrete constructie te geven voor dergelijke torsie
eenheden van orde 3. De commutator deelgroep S = {1,p,p?*}, zodat
S3/S5% = {54, €S}, Deze groep is abels. Definieer nu:

(o ZSg — Z(Sg/Sé) :

v = a+bp+cp’ +deteep+ fep® v aSs+bpSh+cp®Sh+deSh+eepSi+ fep® Sy
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Dan is ¢(y) = (a+b+¢)S;+ (d+e+ f)eS;. Het vermoeden van Zassenhaus,
dat elke torsieeenheid rationaal toegevoegd is aan een triviale eenheid, is
bevestigd voor S3. Als v een torsie eenheid is van orde 3, dan weten we
dat het rationaal toegevoegd is aan p zodat v = apa~! en dus is p(y) =
olapa™) = pla).o(p).pla)™ = p(p) = S;. Bijgevolg geldt voor v dat
a+b+c=1lend+e+ f=0.
Berman bewees ook dat, voor een niet-triviale torsie eenheid in een eindige
groep, steeds geldt dat a = 0. Alles bij elkaar hebben we dus dat ¢ =1 —b
en f=—d—e.
Bijgevolg is geldt voor een torsie eenheid v van orde 3 dat: p3(v) =
<a—c+d—e c—b—d+f) _ ( —1+b+d—e 1—26—2d—e)
b—c—e+f a—-b—d+e) \—-1+2b—2¢e—d —-b—d+e
De determinant van deze matrix moet +1 zijn dus moet:
(—1+b+d—e)(-b—d+e)—(1—2b—2d—¢€)(2b—1—2e —d) =1 of na
uitrekening: d* + €* + de = b* — b.
Stel b — d = k € Z, dan kan vorige uitdrukking herleid worden tot (2k — 1 —
e)d = e*—k*+k. Stelnu 2k—1—e = n, dan is nd = n(n—4k+2)+3k*—3k+1.
Maar dan moet n een deler zijn van 3k? — 3k + 1. We kunnen nu ~ helemaal
uitdrukken in functie van n en k.

Stelling 7.8. Als v een genormaliseerde torsie eenheid is van orde
3, dan kan v beschreven worden door 2 parameters als volgt:

3k — 3k +1 3k% — 3k +1
N = (n—3k+2++)p+(3k—n—l—%)024‘
(n—4k+2++)e+(2k—1—n)ep+(2k‘—1—T+)€P2

met k een willekeurig geheel getal en n een deler van 3k* — 3k + 1

Neem bijvoorbeeld k = 2 en n = 7, dan is v = 4p — 3p* + 2¢ — 4ep + 2¢p* en
9 -7
o= (yy o))

7.4.3 Torsie elementen van orde 2

Er is 1 element van orde 2 in Sly(Z), namelijk —I,. De andere elementen
van orde 2 in Gly(Z) hebben allemaal determinant gelijk aan —1.We weten
dat er juist twee toevoegingsklassen zijn voor deze elementen.
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Als vertegenwoordigers kan je kiezen voor <_; (1)) en <(1) (1))

Nu wordt Gly(Z) voortgebracht door de elementen K = (1 (1)) en

L = (1) é) Noteer de verzameling genormaliseerde eenheden in Gly(Z)

door A. De nevenklasse vertegenwoordigers van A in Gly(Z) zijn
(£1,, +K, £+ K% +LK}

Stelling 7.9. Er zijn 2 toevoegingsklassen van elementen van orde 2
in Uy(ZS3). Alle genormaliseerde torsie eenheden van orde 2 zijn in
7S5 dus toegevoegd aan € of p— p* — € + €p + €p>.

Bewigs. Als X een genormaliseerde torsie eenheid is van orde 2 dan 37 €
0 1

Gly(Z): X = Z71 (1 0) Zof3Z e Glh(Z): X =771 <_; (1]) Z

Nuis Z =+WY met W € {I, K, K*, LK} en Y € Uy(ZS5).

Een eerste mogelijkheid is dat X = (£WY)™! ((1) é) (£WY) of X =
y-tw-!t ((1) (1)) WY, dus W1 ((1) (1)> WeA

Als W = K dan is W~ ((1) é)W: (é _}) ¢ A

Als W = K? dan is W! ((1) (1)> W = (_?)) _;) ¢ A

Als W = LK dan is W™ ((1) é) W= G _(1)) ¢ A

De enige mogelijkheid voor W is dus W = I, maar danis X = Y ! 2 (1] Y.
En dus is X toegevoegd aan ep? = (1) 1> in Uy (ZSs).

Maar € = <(1) :1) en ep = ( ) zitten uiteraard in dezelfde klasse.

De tweede mogelijkheid is dat X = (£FWY)~! ; (1)> (EWY) of X =
y-lw-t ((1) é) WY, dus W1 (_; (D WeA

Als W = K dan is W~ (_; (1)> W= (_i ?) ¢ A.
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-1 0 -1 0
2 -1
Als W = K* dan is W (2 1>W—(6 1>§é/1.

-1 0 3 2
Tl
Als W = LK dan is W ( 9 1)W—<4 3)§§A.

De enige mogelijkheid voor W is dus W = I, maar danis X = Y ! <_; (1)) Y.

En dus is X toegevoegd aan p — p? — e+ ep + €p? = (_; (1)) in U,(ZSs).
O

We proberen ook nu een concrete constructie te geven voor torsie eenheden
van orde 2. Als 7 een torsie eenheid is van orde 2, dan weten we dat het
rationaal toegevoegd is aan € zodat v = aea™! en dus is p(7) = p(aea™!) =
o(a).p(e).o(a)™ = p(e) = €S5. Bijgevolg geldt voor v dat a +b+ ¢ =0 en
d+ e+ f = 1. Verder geldt ook hier dat a = 0. Alles bij elkaar hebben we
dusdat c=—ben f=1—d—e.
Bijgevolg geldt voor een torsie eenheid v van orde 2 dat: p3(vy) =
(—c—i—d—e c—b—d+f)_( b+d—e —2b—2d+1—e)
b—c—e+f —b—d+e ) \20—2e—d+1 —b—d+e
De determinant van deze matrix moet —1 zijn dus moet:
b+d—e)(-b—d+e)—(1+2b—d—2e)(—2b+1—e—2d) = —1 of na
uitrekening: 0> = d?> +de +e? —d — e.
Stel b —d = k € Z, dan kan vorige uitdrukking herleid worden tot (2k 4+ 1 —
e)d = e*—e—k?. Stel nu 2k+1—e = n, dan is nd = n(n—4k—12) +3k? +2k.
Maar dan moet n een deler zijn van 3k? + 2k. We kunnen nu v helemaal
uitdrukken in functie van n en k.

Stelling 7.10. Als v een genormaliseerde torsie eenheid is van orde
2, dan kan ~ beschreven worden door 2 parameters als volgt:

3k3 + 2k
7:(n—31<:—1+T)(p—p2)+
k3 49k k2 + 2k
(n_4k_1+3+)6+(2k+1—n)6p+(2k+1——3 ; Jep®

met k een willekeurig geheel getal en n een deler van 3k + 2k
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Neem bijvoorbeeld k = 2 en n = 11, dan is v = 4p — 4p* + € — 4ep + 4ep? en

alp) = (1,-1, (196 :g)) . Dit element zit in de toevoegingsklasse van e.

7.4.4 Torsie elementen van orde 6

Als v een torsie eenheid is van orde 3, dan is —v een torsie eenheid van orde
6. De torsie eenheden van orde 6 liggen dus niet in U (ZS3).

In U(ZSs) is er 1 toevoegingsklasse van elementen van orde 6 en die zijn
allemaal toegevoegd aan —p.

7.5 'Torsie vrij complement

We proberen nu verder de structuur te beschrijven van U;(ZS3). Voor abelse
groepen weten we dat de genormaliseerde eenhedengroep het direct product
is van de triviale eenheden en een eindig voortgebrachte vrije abelse groep.
De triviale eenheden hebben dus een torsie vrij normaal complement in de
genormaliseerde eenheden groep. Maar S5 is niet abels. Heeft S3 ook een
normaal torsie vrij complement in U;(ZSs)? We zijn dus op zoek naar een
deelgroep V van U;(ZS3) zodat V een normaaldeler is van Uy (ZSs), S3.V =
Ui(ZS3) en S3NV = 1. Belangrijke voorbeelden van torsie vrije eenheden
zijn de bicyclische eenheden.

7.5.1 Bicyclische eenheden

Veronderstel dat x een element is van orde n in de groep G, noteer dan
T=1+x+2?+ -+ 2""'. Definicer

b(z,y) =1+ (1 —z)yx

Vir,y)=1+zy(l —x)

als de bicyclische eenheden van de eerste, respectievelijk tweede soort.
Het is duidelijk dat : b(z,1) = b(1,x) = b(z,z) = 1.

Stelling 7.11. b(x,y) is een eenheid.

Bewijs. Veronderstel dat o(x) = n en o(y) = s. Dan is b(x,y).b(x,y* + -+ - +
y ) =(1-(1=2)yn).A+ (1 —2)(y* +--+y7)7) =1+ (1 —2)(y+y° +
c+y N7 =1—(1—2)z = 1. Bijgevolg is b(x,y) een eenheid. O
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Stelling 7.12. Als z en y commuteren, dan is b(z,y) = 1.

Bewijs. b(z,y) =1+ (1—2)yz==14+(1—-2)zy=1+(1—-2")y=1 O

Stelling 7.13. Een bicyclische eenheid is torsie vrij.

Bewijs. b*(z,y) = 14+ 2(1 —2)yz + (1 — 2)yz(1 — 2)yz = 1 + 2(1 — 2)yzZ.
Algemeen is b*(x,y) = 1+ s.(1 — x)yx. Tenzij b(x,y) = 1 , is dus elke
bicyclische eenheid torsie vrij. O

Stelling 7.14. Een bicyclische eenheid b(x,y) is een triviale eenheid
als en slechts als y de deelgroep voortgebracht door x normaliseert en
in dat geval is b(z,y) = 1.

Bewijs. Als y de deelgroep (x) normaliseert, dan is y~'zy = 27 en dus is
vy = ya’. Omdat 27 = 7, zal dus xyZ = yz. Bijgevolg is b(x,y) =
1+(1—-2)yz =14+yx —ayxr = 1.

Stel omgekeerd dat b(z,y) een triviale eenheid is, dan bestaat er een g € G
zodat b(z,y) = g. Hieruit volgt dat 1 + yZ = g + xyx. Als g = 1, dan is
y = zyx’ of y~lzy = 27. Dus y normaliseert de deelgroep (x). Stel echter
dat g # 1. Omdat is de vorige uitdrukking 1 in het linkerlid staat, moet het
ook voorkomen in het rechterlid, dus bestaat er een i zodat 1 = zyz®. Maar
dan is y = 2~ 0D en hieruit volgt dat « = 1, wat tegen de veronderstelling
is. Hieruit volgt het gestelde. O

Noteer met B de deelgroep van U;(ZG) voortgebracht door de bicyclische
eenheden, dan kan je vorige stelling herformuleren als : De deelgroep B
voortgebracht door de bicyclische eenheden is triviaal als en slecht als elke
deelgroep van G normaal is.

Stelling 7.15. De deelgroep B, voortgebracht door de bicyclische een-
heden van U,(ZG), wordt genormaliseerd door G.
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Bewsys.
g 'b(z,y)g =g (1+ (1 — 2)yZ)g
=1+4+g¢'(1—2)yzyg
=1+ (1 -9 'z9)9 'ygg'zg
=b(g"'2g,9 "yg)

Hieruit volgt dat B genormaliseerd wordt door G [

De bicyclische eenheden van Z.S5 zijn:

3 -1
ble,p) =1+p—p*—ep+ep’ = (1,1, (4 _1))261

3 —4
1 —1))262

b(Ep,p)=1+p—pz+€—6p2=(1,1,(
2 2 0 -1
blep®,p) =1+p—p' —etep=(11,{; ) =bs

Verder zijn:

ble,ep) = ble, p?) =b;' =1 —p+p* +ep+ep?
b(ep, ep?) = blep, p*) = by =1 —p+p* — e+ ep”
b(ep? ) = blep®, p*) = b3 =1 —p+p*+e—ep
b(e, ep?) = by, b(ep, €) = by en blep?, ep) = bs.

Er zijn dus 6 niet triviale bicyclische eenheden in ZS3: by, b9, b3 en hun in-
versen.
Om verder te rekenen heb je ook nog volgende rekenregels:

pb1 = bap
pba = bzp
pbs = bip
by = by le
eby = by'e
ebs = by 'e

7.5.2 Normale complementen van S; in U;(ZG)

We weten dat U;(ZG) = {X = (f@ Z) € Glh(Z)met z4+u =t+v =
1 mod 3 en det X =1} .

39



1+ 3s 3t
v 143w

V is een deelgroep van U;(ZG). Uit de theorie van de hoofdcongruentie

deelgroepen weten we dat V vrij is van rang 3 en dat V torsie vrij is.

V wordt voortgebracht door de elementen:

1 3 10 4 -3 .
a—(o 1),()—(3 1) enc-<3 _2).Nuls.

()

Neem dan V = {X = € Gly(Z) met det X =1} .

11 B
1 0/\4 —10) ~\=3 1
—1 1\ /3 -4 —2 3
2 _ _ _ -1
= (D) (10 = (5 0) =
1 1\ /0 -1 13
2:: P— pr—
pbs (—1 0) (1 2) (o 1) @

Dus V wordt evengoed voorgebracht door de elementen p?by, p?by en p?bs.

Stelling 7.16. Sz heeft V. = (p?by, p?by, p?b3) als normaal comple-
ment in Uy(ZG) . 'V is torsie vrij en is een vrije groep van rang

i

Bewijs. We weten reeds dat V torsie vrij is en rang 3 heeft. Rest te be-
wijzen dat U;(ZG) = S5.V en dat V een normaaldeler is van U;(ZG). Als

YeV,dmnisY = ((1) (1)) mod 3. Neem X € U;(ZG), dan is X'V X =
é (1) mod 3 en dus is X 'Y X € V. Bijgevolg is V een normaaldeler van

Ui(ZG). Rest te bewijzen dat elk element X van U, (ZG) te schrijven is als
een product een element van S3 en V. De kolommen van X zijn mod 3 gelijk
aan (1,0),(0,1) of (—=1,—1). Mod 3 heb je voor X dus als mogelijkheden:

0 —1 -1 1 1 -1 -1 0 0 1 10 N bi

1 —=1/’\=1 0/J’\0 —=1/’\=1 1/)’\1 0o/)’\0 1) eem nu bDij-
_ (0 —1 0 —1 1+ 3s 3t (0 —1

voorbeeld X = 1 _1). Omdat (1 _1) ) ( . " Sw) = (1 _1)

weten we dat er een Y € V is zodat X = p.Y. Voor elk geval kunnen we dat

zo nagaan. Hieruit volgt het gestelde.
O
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S3 heeft ook nog andere normale torsie vrije complementen in Uy (ZSs). Zo is
bijvoorbeeld ook de deelgroep B, voortgebracht door de bicyclische eenheden
een normaal complement van S;. B is ook torsie vrij en van rang 3. We zijn
nu ook in de mogelijkheid een mooie representatie te geven van Uy (ZS3):

Stelling 7.17. Ul(ZSQ,) = {p,E,bl,bQ,bg c p3 = = ]_,
pb1 = bap, pby = bsp, pby = bip, eby = by '€, €by = b3 '€, eby = b, '€}
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