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Hoofdstuk 1

Definities

e Een massa punt is een paar (n, P), waarbij n een positief getal is en
het gewicht genoemd wordt en waarbij P een punt is. Soms gebruikt
men ook de notatie nP.

e Twee massa punten (a, A) en (b, B) zijn gelijk als en slechts als a = b en
A = B. Met andere woorden als de punten samenvallen en ze hetzelfde
gewicht hebben.

e De som wvan twee massa punten (a,A) en (b, B) is het massa punt
(a+0b,C) waarbij C een punt is op [A, B] zodat |[AC|: |CB| =1b: a.
Een voorbeeld: 2P + 1Q) = 3R met R tussen P en () zodat |PR| :
|[RQ| =1:2of |RQ| =2|PR)|.

De optelling van twee massa punten geeft een uniek resultaat. Boven-
dien is de optelling associatief en commutatief.

e De som (a, A) + (b, B) + (¢, C) is dus goed gedefinieerd en noemt men
het massacentrum van het systeem gepaald door de punten A, B en C.

e Het wverschil van twee massapunten (a,A) en (b, B) met a > b is het
massa punt (a — b,C) waarbij A een punt is op [B,C]| zodat |AC| :
|AB| =b: (a —b).



e De skalaire vermenigvuldiging van (a, A) met het positief reéel getal
r, genoteerd als r.(a, A), is het massa punt (ra, P). De skalaire ver-
menigvuldiging is distributief ten opzichte van de optelling van massa
punten.

e De achterliggende gedachte van de techniek is het principe van de hef-
boom, die Archimedes gebruikte om veel van zijn resultaten te ontdek-
ken. Het basisidee is dat van een wip met massa’s aan elk uiteinde.
De wip is in evenwicht te brengen als het product van de massa en
de afstand tot het draaipunt hetzelfde voor elke massa. Kijk in on-
derstaande tekening van een babyolifant van 100 kg en een mier van 1
gram.
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Hoofdstuk 2

Een paar voorbeelden

e Gegeven is een driehoek ABC, het midden D van [B,C], E het punt
op [A, C] zodat |AE| = 1|AC| en F het punt op [A, B] zodat |AF| =
1|AB|. Toon aan dat AD, BE en CF door 1 punt gaan.

Geef de punten B en C' als gewicht 1. Dan is 1B 4+ 1C = 2D. Geef
A als gewicht 3, dan is 34 + 1C = 4F en 3A + 1B = 4F. Wegens
de associativiteit van de optelling is 1B + 1C + 3A = 2D + 3A =
1B +4E = 50 waarbij O op [A, D] ligt en |AO| = 2|OD|. Maar O
ligt ook op [C, F] zodat |CO| = 4|OF|. Met andere woorden O is het
snijpunt van AD met C'F. Maar wegens de commutativiteit is ook
I1B+1C+3A=3A+1B+ 1C = 3A+ 2D = 4F + 1C dus ligt het
massacentrum O ook op C'F. Bijgevolg gaan AD, BE en C'F door 1
punt.

e De drie zwaartelijnen van een driehoek gaan door 1 punt Z , dat op %

van het hoekpunt en % van de zijde gelegen is. Bewijs!
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Geef de punten A, B en C als gewicht 1. Dan is 1B 4+ 1C = 2D,
1A+ 1C = 2F en 1A+ 1B = 2F. Door gebruik te maken van de
commutativiteit en de associativiteit van de optelling vinden we als
massacentrum 3G. Hieruit volgt het gestelde.

e Als je de middens van opeenvolgende zijden van een willekeurige vier-
hoek ABC'D verbindt, dan bekom je een parallelogram.

Geef de punten A, B,C en D als gewicht 1. Dan is 1A + 1B = 2F,
1B+ 1C =2F, 1C+ 1D = 2G en 1D + 1A = 2H. Het snijpunt van
EG en FH noemen we K. Nuis 2E 4+ 2G = 4K en 2F 4+ 2H = 4K.
De diagonalen van de vierhoek FFGH snijden elkaar dus middendoor,
bijgevolg is FFGH en paralellogram.



e De drie deellijnen van een driehoek gaan door 1 punt. Bewijs.

C

A R B

Noem de lengtes van de zijden tegenover A, B en C' respectievelijk
a,b en c. De deellijn uit A snijdt de overstaande zijde in P zodat
b:c=|CP|: |PB|. Geefde punten C' en B als gewichten ¢ en
b, dan is ¢cC' + bB = (¢ + b)P. Analoog is aA + cC = (a + ¢)Q en
aA+bB = (a+b)R. Het is duidelijk dat (a+b+¢)G het massacentrum
is van deze driehoek en daaruit volgt dat de drie deellijnen door 1 punt
gaan.






Hoofdstuk 3

Massa’s opsplitsen

e bij de vorige voorbeelden werkten we steeds met lijnstukken door een
hoekpunt en een punt van de overstaande zijde. We noemen derge-
lijke lijnstukken cevianen. Zwaartelijnen, deellijnen en loodlijnen zijn
dus cevianen. In het volgende probleem werken we met een lijnstuk
dat steunt op twee zijden van de driehoek. We spreken dan van een
transversaal.

e /D verbindt de punten E and D op de zijden van driehoek ABC.
Verder verdeelt BG het lijnstuk AC' in een verhouding van 3 tot 7 en
snijdt het ED in F. Vind de verhoudingen |EF| : |FD|en |BF|: |FG]|.

We geven B gewicht 4 en A gewicht 3 opdat E het evenwichtspunt
zou zijn. Om G tot evenwichtspunt te maken moeten we C' als gewicht
% geven. Om tenslotte D als evenwichtpunt te krijgen moet B als
gewicht 32 krijgen. We hebben nu (4 + £2)B. Dit geeft % als massa
punt van A, B en C. Uit de associativitiet volgt dat dit massapunt op
ED en BG ligt, dus in F. We vinden tenslotte |[EF| : |FD| = & en
|BF|: |FG| = %.



