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Hoofdstuk 1

Wat is een groepsring?

1.1 Basisverzameling

Stel dat G een groep is en R een associatieve ring met eenheidselement.
Construeer nu de verzameling van alle R-lineaire combinaties van eindig veel
elementen van G. Met andere woorden objecten van de vorm rig; + 7292 +
oo+ 1pg, met r; € R en g; € G. We noteren deze verzameling als RG.

RG ={a= Z a,g met a, € R en supp(a)is eindig}
geG

Hierbij is supp(a) = {g € G : a4 # 0}.

We kunnen r € R identificeren met r.eq € RG, zodat R een deelverzameling
is van RG. Analoog kunnen we g € G identificeren met 15.g € RG zodat ook
G een deelverzameling is van RG Dus :

Rc RGen G C RG

1.2 De optelling

We definieren een optelling in RG als volgt:

Va,b € RG:a+b=> (a,+by)g

geG



Stelling 1.1. De optelling is commutatief in RG

Bewijs. Stel a =3 qaggenb=73" _;b,g, dan is

a—l—b:Z(ag +by)g

geG
= Z(bg +a,)g (want R is een ring )
geG

=b+a

Stelling 1.2. De optelling is associatief in RG

Bewijs. Stel a =3 qa,9,b=73 cobsgenc=3 cyg, danis

(a+b)+c:Z(ag~l—bg)g—l—chg

geG geG

= Z((ag +by) + ¢4)g
geG

= Z ag + (by +¢4))g (want R is een ring )
geG

=a+(b+c)




Stelling 1.3. 0 is het neutraal element voor de optelling in RG

Bewijs. Omdat 0 € R is 0 ook een element van RG. Stel a = ., aq9

a+0:Zagg+O.g
geG

= Z(ag +0)g
geG

= Z azg (want 0 is neutraal element in R)
geG

= a

Stelling 1.4. Elk element heeft een symmetrisch element voor de
optelling in RG

Bewijs. Stel a = 3 _;a49. Construeer dan —a = > -(—ay)g. Dan is
—a € RG want —a, € R en

a+(—a)= Z agg + Z(_ag)g

geG geG
= Z(ag + (—ag))g
geG

= Z 0.9 (want — a, is tegengesteld aan a, in R)
geG
=0

We besluiten:
RG, + is een commutatieve groep



1.3 De vermenigvuldiging

We definieren een vermenigvuldiging in RG als volgt:

Va,b € RG :ab=> (Z ah.bhflg)g

geG hedG

Stelling 1.5. De vermeniguuldiging is associatief in RG

Bewijs. Stel a =3 _5a49,b=73 obggenc=3 ,c,g, danis

(a.b).c = Z (Z ah.bh—lg>g. Z g

geG  heG geG

— Z (Z (Z ah.bh71k> -Ck:*lg>g

geG  keG heqd

(3 (S b))

geG  hkeG  hed

(S (5 )

MM

geG  hed hkeG

:Z gz (Zbkck_lg)g
geG geG  kedG

= a.(b.c)

Stelling 1.6. 1geq is het neutraal element voor de vermenigvuldiging

m RG

Bewijs. Noteer 1zeq als e.

e.a =lgreg. Z ag9

geG
:5 L.ae,q9
geG
= aqa



Verder is ook:

a.e = Z agg.1req.

geG

:Zag.le

geG

= a

Stelling 1.7. De vermeniguuldiging is distributief ten opzichte van
de optelling in RG

Bewijs. Stel a =3 _5a,9,b=73 obsgenc=73 ,cyg, dan is:

a(b+) =Y agg.( (b +cy)g)

geG geG
== Z ( Z ah(bhag + Ch—1g)>g
geG  hed
= Z (Z(ahbhqg + ahch719)>g
geG  heG
-3 (Sahen)o+ X (Koo
geG  heG geG  heG
=ab+a.c

We besluiten:

RG, +, . is een associatieve ring met eenheidselement



1.4 De skalaire vermenigvuldiging

We definieren een vermenigvuldiging in RG met elementen uit R

Vr € RVa € RG :r.a= Z(mg)g

geG

Stelling 1.8. De skalaire vermenigvuldiging is gemeng associatief in
RG

Bewijs. Neem r,s € Rena=}_ ,a.9.

r.(s.a) =r. ( Z s.agg})

geG

:ZT.(s.ag)g

geG

= Z(r.s).agg

geG
= (r.s).a

Stelling 1.9. 1 is het neutraal element voor de skalaire vermeniguul-
diging in RG

Bewigs. Omdat 1 = 1g.eq volgt dit uit stelling 1.6



Stelling 1.10. De skalaire vermenigvuldiging is distributief ten op-
zichte van de optelling in RG

Bewijs. Stel a = EQGG agg, b= EQGG bgg enr € R.

r.(a+b) =r. ( Z(ag + bg)g>

geG
= Z r(ag +bg)g
geG
= Z(mg +1by)g
geG
= Z ragg + Z rbyg
geG geG
=r.a+rb

Stelling 1.11. De vermenigvuldiging in RG is distributief ten op-
zichte van de optelling in R

Bewijs. Stela=3_ qa.genr,s€ R

(r+s).a =(r+s). Zagg

gelG

=D (r+s)agg

geG

= Z(rag + say)g

geG

= Z ragg + Z Saq9

geG geG

=r.a-+ s.a

We besluiten:
R, RG,+ is een R- module met G



1.5 Samenvatting

We weten dat RG een R-module is. Bovendien is GG een basis voor de module,
dus is RG een vrije R-module met basis G. Bovendien is RG, +,. een ring.
Dit alles benoemen we als:

R, RG,+,. is een groepsring

Als R een veld is, dan is RG zelfs een algebra: R, RG, + is een vectorruimte
over R en RG,+,. is een ring. We noemen RG dan een groepsalgebra.

R een veld : R.RG, +, . is een groepsalgebra
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