Hoofdstuk 9
Eenheden van Z(CYy

9.1 De groepsalgebra QCy

Stel Cs = {1,9,9% 9%, 9*,9°,9°% ¢"} de cyclische groep van orde 8. Definieer
vervolgens QCs = {37! a;g’ : a; € Q}.

Q,QC%, +, . is een Q-algebra.

(g is een abelse groep met acht toevoegingsklassen en dus acht irreducibele
representaties van graad 1:

plng—>Q:gn—>1

p2: Cs — Qeg) : g+ €3
p3:Cs = Qi) g~ 2 =i
ps:Cs— Qleg) : g €

ps 1 Cs > Q:gr—et=—1
pe: Cs — Qleg) : g+ €3 = —eg
pr:Cs — Qi) : g €8 = —i
ps: Cs — Qleg) : g+ €k = —¢€

Hierbij is €§ =1 of ¢ = —1 — €5 — €2 — €3 — €5 — €3 — €5 .

Bovendien is Q(eg) = =0 aél : a; € Q}

We kunnen die representaties lineair uitbreiden tot QCy. Noteer x = Zzg a;g’,
dan is:

pl(x) =ag+tai+ax+as+ag+as+ag+ay

p5(l’) =ag—a; t+as —as+ a4 —as + ag — ar

p3(z) = (ap — az + ay — ag) + (a1 — a3 + a5 — ay)i

p7(ZE) = (CLQ — Qo+ a4 — aﬁ) + (a3 — a1+ ay — a5)i

po(z) = (ag — aq) + (a1 — as)es + (az — ag)ez + (az — ar)es
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pa(x) = (ap — aq) + (a3 — ay)es + (ag — ag)et + (a; — as)es
po(x) = (ao — as) + (a5 — a1)es + (a2 — ag)eg + (a7 — as)eg
ps(z) = (ag — aq) + (a7 — az)es + (ag — az)ez + (a5 — ay)es

We definiéren tenslotte: p = (p1, ps, p3, p2) via

1 1 1 1 1 1 1 1\ [a
1 -1 1 -1 1 -1 1 =1 |a
1 0 -1 0 1 0 =1 0f]a
0 1 0 -1 0 1 0 —1|]as
PO=11 o 0 -1 0 0 0 0]a
0 1 0 0 -1 0 0 0f]as
0 0 1 0 0 0 -1 0]f/ag
o 0 0o 1 0 0 0 -1/ \a

Hierbij is de eerste component p;(z), de tweede component is p5(x), de derde
en vierde component zijn het reéel en imaginair deel van p3(x) en de andere
componenten zijn de coéfficiénten van eé met 7 :0,1,--+,3 in po(x). Het is
duidelijk dat:

Stelling 9.1. QCs =2 Q® Q @& Qi) ® Q(es) als Q-algebra

9.2 De groepsring ZCy

LOLPL(i)DZ(eg) is de ring der gehelen van QdQdQ(7) B Q(es). De ring der
gehelen van QCg noteren we met H. Uiteraard is ZCg een deel van H omdat
elk element van ZCy afgebeeld wordt op een element van Z@®ZB7Z(i) B Z(es).
Dus ZCs C H. Er zijn echter ook elementen van H die niet in ZCy zitten.
Zo is bijvoorbeeld z = $(1+ g+ ¢* + ¢° + g* + ¢° + ¢° + ¢") een geheel van
QCg omdat 22 — x = 0 en toch is = geen element van ZCg. Bijgevolg komt
ZCy slechts overeen met een deel van Z @ Z @ Z(i) @ Z(es).

Stelling 9.2. ZCs = {(wo, 1, %2 + X31, T4 + Tseg + Tees + T7€3) €
ZOTZOL(i) D ZLes) :
Ty = Ta + x3 + 226 + 227 mod 4 en 11 = x9 — x3 + 226 + 227 mod 4}
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Bewijs. Stel p(ZCg) = A. Nu'is: (zg, 21, To+ T30, T4+ T568 + T2 +1765) € A

1 1 1 1 1 1 1 1 a o
1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 b T
1 0 -1 0 1 0 -1 0 c T
o 1 0 -1 0 1 0 -1 d T3

S hEZi g 0 21 0 0 0 ofle| T |
o 1 0 0 -1 o0 0 0 f T
o o 1 0 0 0 -1 0 g T
o 0o o 1 0 0 0 -1 h T7
a 1 -1 0 -2 &8 0 0 4 T
b 1 3 4 2 =8 8 0 —4 T
c 1 1 -2 0 O 0 4 0 T
d 111 -1 0 -2 0 0O O 4 T3

e heZil =3l 3 4 2 -8 0 0 -4 |a
f 1 -5 -4 2 8 -8 0 4 Ts
g 1 1 -2 0 0 0 -4 0] |z
h 1 -1 0 -2 0 0 0 —4 Ty

209 — 2x9 — 223 + 84 + 4x6 + 427 = 0 mod 8
{ 2x1 — 229 + 203 — 824 + 4w — 427 = 0 mod 8
Ty = T9 + x3 + 226 + 227 mod 4
{ r1 = T9 — T3 + 226 + 227 mod 4
O

9.3 Eenheden in Z(Cy

De eenheden in Z(eg) zijn niet allemaal triviaal. Er zijn @ —1 =1 funda-

a

mentele eenheden. Deze zijn van de vorm met 1 < a < % en a en 8

€g —
onderling ondeelbaar. Dus moet a = 3, en krijg je als fundamentele eenheid

€2 + es + 1. Bijgevolg is U(Z(eg)) = {Fei(1 + s + €2)P}.

Stelling 9.3. U(ZCs) = +Cs. (¢° +2¢° + g* — > — g — 1)

Bewijs. We bepalen eerst de eenheden in Z & Z @ Z(i) @ Z(es). Nu geldt dat
U(ZSLOL(i)DZ(es)) = U(Z)DU(Z)DU (Z(i)) DU (Z(es)). Dus a € U(ZCy)
als p1(a) = %1, ps(a) = +1, p3(a) = £1 of +ien py(a) = ted(1+eg+€2)P.
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Maar ps is niet injectief, want ps(a+bg+cg® +dg® +eg* + fg° + hg® +ig") =
0 < (ap — a4) + (a1 — as)es + (ag — ag)ez + (a3 — ar)es = 0 < ag =
ag,a; = as,az = agenaz = ar, . Uit po(a) = Fed(1 + g + €2)P volgt
dan dat o = +g™(1 + g + ¢°)? + (ko + k19 + kag® + k3g®)(1 + ¢*). Volgens
S.K.Sehgal is U(ZCs) = Cs x F waarbij F' een vrije abelse groep is van
rang (8 +1+ 1 —8) = 1. Als we dus 1 onafhankelijke eenheid hebben in
U(ZCy) dan kennen we gans U(ZCy). We vinden een oplossing voor p;(a) =
+1,p5(a) = 1 en p3(a) = £1 of + 4 voor p = 2/ kg = k; = k3 = —1 en
ko =-2. Indat gevalisa = (1+g+¢*)*—(1+g+2¢°+¢*)(1+ g% =
—g(g® +2¢° + g* — g — g — 1). Hieruit volgt het gestelde. O
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