Hoofdstuk 10
Eenheden van Z(Cy x C9)

10.1 De groepsalgebra Q(Cy x Cs)

Stel Cy x Cy = {1,a,a?, a® b,ab, a®b,ab} = {a,b: a* = b* = 1}.
Definieer vervolgens Q(Cy x Cy) = {ag + aja + -+ + aza®b : a; € Q}.

Q,Q(Cy x C5), +, . is een Q-algebra.

Cy x Oy is een abelse groep met acht toevoegingsklassen en dus acht irredu-
cibele representaties van graad 1:

pr:CyxCo—Q :a— lenbr— 1
p2:CyxCy = Qi) :ar—~ ienb— 1
p3:CyxCo—-Q :a——-lenb— 1
ps:CyxCy = Qi) :ar— —ienb— 1
p5 : CyxCo —-Q :a— lenbr— —1
pe:CyxCy = Qi) :ar— ienbr— —1
pr:CyxCo—Q :a——lenb— —1
ps :CyxCy = Qi):a— —ienbr— —1

We kunnen die representaties lineair uitbreiden tot Q(Cy x Cs). Noteer
T =ag+ aia+ -+ aza®b, dan is:

p1(x) = ap+ a1 + as + ag + as + as + ag + az
p3(z) =ap — a1 +ay —as + as — as + ag — ag
ps(x) = ag+ ay + as + az — ag — as — ag — ay
p7(x):ag—a1+a2—a3—a4+a5—a6+a7
pg(l’) = (ag—a2+a4—a6)+(a1 —a3—i—a5—a7)i
pa(z) = (ag — az + ay — ag) + (a3 — a1 + a7 — as)i
pe(z) = (ap — az — aq + ag) + (a1 — a3 — a5 + ay)i
ps(x) = (ap — ag — ag + ag) + (a3 — a; — ar + as)i



We definiéren tenslotte: p = (p1, p3, ps5, P7, P2, P6) Via

1 1 1 1 1 1 ao
1 -1 1 -1 1 -1 ay
1 1 -1 -1 -1 -1 a9
1 -1 -1 1 -1 1 as
-1 0 1 0 -1 0 ay
0 —1 as
-1 0 -1 0 1 0 ag
O -1 0 -1 0 1 ar
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Hierbij zijn de vier eerste componenten respectievelijk pi(x), ps(x), ps(x) en
p7(z). De vijfde en zesde component zijn het reéel en imaginair deel van
p2(x). De zevende en achtste component zijn het reéel en imaginair deel van
pe(x). Het is duidelijk dat:

Stelling 10.1. Q(Cy x C2) = Qe QadQ e Q& Qi) ® Q(7)
als Q-algebra

10.2 De groepsring Z(Cy x Cy)

ZOLBLDL D L) @ Z(i) is de ring der gehelen van 4.Q & 2.Q(i). De
ring der gehelen van Q(Cy x C3) noteren we met H. Uiteraard is Z(Cy x Cy)
een deel van H omdat elk element van Z(Cy x Cy) afgebeeld wordt op een
element van 4.Z @ 2.Z(i). Dus Z(Cy x Cy) C H. Er zijn echter ook elementen
van H die niet in Z(Cy x Cs) zitten. Zo is bijvoorbeeld z = 1(1+a+a?+a®)
een geheel van Q(Cy x Cy) omdat 2> — x = 0 en toch is z geen element van
Z(Cy x Cy). Bijgevolg komt Z(Cy x Cy) slechts overeen met een deel van
4.7 & 2.7Z(1).

Stellil’lg 10.2. Z(O4 X OQ) = {($0,$1,$2,l’3,l‘4 + x5%, +x6 + ZL’7i) €
AZ & 2.7(i) : x4 = xg mod2 enxs = 7 mod 2 en x3 = xg +
T7 mod 2 en k9 + x3 = 226 mod 4 en x1 + x3 = T4 — Ts + Tg —
x7 mod 4 en xo+ x1 + X9 + x3 = 214 + 226 mod 8}
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Bewigs. Stel p(Z(Cyx Cy)) = A. Nuis: (o, 21, T2, T3, T4+ 250, +T6+x71) € A

1 1 1 1 1 1 1 1\ [a o
1 -1 1 -1 1 -1 1 -1]]q £
1 1 1 1 -1 =1 -1 -1 |a 2
1 -1 1 -1 =1 1 -1 1| /|as 2
daar € g g 1 0 =1 0l a | T |
0 1 0 -1 0 1 0 —<1]|/as s
1 0 —1 0 —1 0 1 0 ag Tg
0 1 0 -1 0 -1 0 1/ \ar 7
o 1 1 1 1 2 0 2 0\ [z
ay 1 -1 1 -1 0 2 0 2||=n
s 1 1 1 1 -2 0 -2 0]z
s 1 -1 1 =1 0 =2 0 —2| [
dag e €l M=ol 1 1 21 2 0 -2 0| |a
a5 1 -1 -1 1 0 2 0 =2|]|as
ag 1 1 -1 -1 -2 0 2 0|z
ar 1 -1 -1 1 0 -2 0 2/ \a

(20 + 1 + To + 25 + 224 + 226 = 0 mod 8

—2x1 — 223 — 224 + 225 — 226 + 227 = 0 mod 8
—2x9 — 223 — 426 = 0 mod 8

4xs 4+ 4rg — 47 = 0 mod 8

—4x4 + 426 =0 mod 8

| —425 + 427 = 0 mod 8

(20 + 21 + T9 + 23 = 224 + 226 mod 8

T+ x3 =24 — X5+ 26 — x7 mod 4

Ty + 13 = 226 mod 4

Te + Ty mod 2

€3

T4 = 1 mod 2

( 5 = 27 mod 2
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10.3 Eenheden in Z(C; x C5)

Stelling 10.3. Alle eenheden van Z(Cy x Cs) zign triviaal of
U(Z(C4 X CQ)) = :|ZC4 X 02

Bewijs. We bepalen eerst de eenheden van Z @ Z ® Z © Z @ Z(i) ® Z(i).
Nu geldt dat UZSZDZDZ D Z(i) ®Z(31E) = UZ)dU(Z) dU(Z) ®
U(Z) @ U(Z(i)) & U(Z(i)). In het totaal hebben we 256 eenheden. Onder-
zoeken we nu welke van deze eenheden in A zitten. De elementen van de
vorm (.,.,.,.,£1,%+i) en (.,.,.,.,+i,£1) behoren al niet tot A. Bestuderen
we eerst de situatie dat x7 = x5 = 0. Voor z4 heb je twee mogelijkheden: +1
en —1. Veronderstel dat x¢ = 1, dan moet x5 + x5 = 2 mod 4. Dit kan als
To =1x3 =1 of 19 = 3 = —1. Nemen we het eerste geval dan vinden we de
eenheden (1,1,1,1,1,1) en (—1,—1,1,1,—1,1). Dit geeft de elementen 1, —b
in Z(Cy x Cs). Analoog voor al de andere gevallen. We vinden de eenheden

(1, 1,-1,—-1,— 1, 1),(-1,-1,-1,-1, 1, 1),(-1,-1, 1, 1, 1,-1),
(1 1, 1, 1,-1,-1),( 1 1,—1,—1, 1,-1),(-1,-1,-1,—1,—-1,-1),
(-1, 1, 1,-1, i, i), (1 1,—-1,—4, 4),(-1, 1,-1, 1, 4, 1),
(1,— 1,—1, 1,—i, i),( 1 1,—-1,—4,—4),(=1, 1, 1,—-1, i, —i),
(1,-1,-1, 1, i,—z’),(—l, 1,—1, 1,—i,—)inZGLZBPLOLBL() P
Z(i). Zo vinden we uiteindelijk enkel de 16 triviale eenheden.

O

Er zijn dus 240 elementen van Z&ZGZBZDL(i)BZ(1) die niet overeenkomen
met eenheden in U(Z(Cy x C3)). Zo komt met (1,1,1,1,1,7) het element
3_ 1,1 1 11 1 1 o

17— 30+ Za2 — Za3 + 30— gab— Zazb + Za3b overeen. Dit zijn elementen van
H die niet in Z(Cy x Cy) zitten.
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