
Hoofdstuk 1

Inleidende begrippen

1.1 Definities

Definitie 1.1. Een partitie van een natuurlijk getal n is een niet stijgende
rij positieve natuurlijke getallen met som n

Voor het tellen van het aantal partities van n gebruiken we de partitiefunctie
p(n).

n 1 2 3 4 5 6 7 8

p(n) 1 2 3 5 7 11 15 22

Het aantal partities van n in k delen noteren we met pk(n) met p0(0) = 1 en
pk(n) = 0 als n ≤ 0 of k ≤ 0. Met qk(n) noteren we het aantal partities van
n in hoogstens k delen. je kan dit ook bekijken als het aantal partities van n
in k delen met getallen die nu ook 0 mogen zijn. Neem bijvoorbeeld n = 5:

5 =5

=4 + 1

=3 + 2

=3 + 1 + 1

=2 + 2 + 1

=2 + 1 + 1 + 1

=1 + 1 + 1 + 1 + 1
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Dan is p(5) = 7,p2(5) = 2,p3(5) = 2,q2(5) = 3 en q3(5) = 5.

Voor grotere waarden van n wordt het erg veel werk om alle partities uit te
schrijven en hebben we dus slimmere manieren nodig om de waarde van p(n)
te bepalen. Wiskundigen hebben al eeuwenlang onderzoek gedaan naar de
partitiefunctie. Daaruit is gebleken dat er in de rij p(1), p(2, ; p(3), · · · geen
eenvoudige regelmaat te vinden is. De partitieformule van Euler geeft echter
wel een manier waarop je deze waarden na elkaar kunt berekenen. Pas in de
twintigste eeuw is het een wiskundige gelukt er een directe formule voor te
vinden! De Indiase wiskundige Ramanujan maakte belangrijke benaderingen
van de partitiefunctie, waarna een andere wiskundige, Hans Adolph Rade-
macher, er de formule voor vond. Ramanujan vond ook enkele congruenties
in verband met de partitiefunctie: p(5k+4) ≡ 0 mod 5, p(7k+5) ≡ 0 mod 7
en p(11k + 6) ≡ 0 mod 11

1.2 Voorstelling

Een mogelijke manier om een partitie van n voor te stellen is het diagram
van Ferrer. Zo kan je de partitie 331 van 7 voorstellen als:

• • •
• • •
•

Het toegevoegd diagram ontstaat door rijen en kolommen te wisselen; dit
geeft in vorig voorbeeld de partitie 322 of

• • •
• •
• •

De twee partities 331 en 322 noemen we toegevoegd. Een partitie die gelijk is
aan zijn toegevoegde partitie noemen we zelf toegevoegd. Zo is bijvoorbeeld
22 een zelf toegevoegde partitie van 4. In het voorbeeld van n = 5 zijn 5 en
11111 toegevoegd, alsook 41 en 2111 en ook 32 en 221. De partitie 311 is
zelftoegevoegd. In dit artikel willen we het vooral hebben over de functies
pk(n) en qk(n).
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Hoofdstuk 2

Partities met n met k delen

2.1 Eigenschappen

Nemen we eerst k = 1. Het is duidelijk dat:

Stelling 2.1. p1(n) = q1(n) = 1.

Neem nu k = 2, dan geldt:

Stelling 2.2. p2(n) = m en q2(n) = m + 1, waarbij m = bn
2
c.

Bewijs. Als n = 2, kan je n als som van 2 getallen schrijven met de koppels
(2m− 1, 1), (2m− 2, 2), · · · , (2m−m,m), dus op m mogelijke manieren. Als
n = 2m+ 1 dan krijgen we volgende koppels :(2m, 1), (2m− 1, 2), · · · , (2m−
(m− 1),m), dus ook m mogelijkheden. Hieruit volgt de formule voor p2(n).
Om q2(n) te berekenen komt er respectievelijk (2m, 0) en (2m + 1, 0) bij,
vandaar dat q2(n) = p2(n) + 1.

Omdat de Ferrer voorstelling van een partitie van n in hoogstens 2 delen
uit 1 of 2 rijen bestaat, zal de toegevoegde voorstelling enkel uit enen en
twees bestaan. Met andere woorden het aantal partities van n in hoogstens
2 delen is hetzelfde als het aantal partities van n met enkel enen en twees.
Voor n = 5 is q2(5) = 3 want je hebt als partities :(5, 0), (4, 1), (3, 2). De
toegevoegde partities zijn (1, 1, 1, 1, 1), (2, 1, 1, 1), (2, 2, 1). Analoog is q3(n)
het aantal partities van n met enkel enen, twees en drieën. Of algemeen:
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Stelling 2.3. qk(n) is gelijk aan het aantal partities van n met als
grootste element k.

We geven nu een recursie formule voor het bepalen van pk(n) en qk(n):

Stelling 2.4.

pk(n) = pk(n− k) + pk−1(n− 1)

Bewijs. We verdelen het aantal partities van n met k delen in twee groepen:
A, die zonder gebruik van 1 en B, die met minstens één 1.

• Elk element van groep B is te schrijven als 1 plus een som van k − 1
getallen die n − 1 samen geven. Dus het aantal elementen van B is
pk−1(n− 1).

• Met elk element van groep A komt een unieke partitie van n − k in k
delen overeen. Dit doen we door bij de gegeven partitie 1 van elke term
af te trekken. Dat kan zonder dat een deel nul wordt en dus verdwijnt,
omdat er geen 1 zit in de partitie en de k delen dus elk minimaal 2 zijn.

Hieruit volgt het gestelde.

Stelling 2.5.
qk(n) = qk(n− k) + qk−1(n)

Bewijs.

Het aantal sommen met k of minder termen is gelijk aan het aantal met exact
k termen plus het aantal met k − 1 of minder termen.

Als we een verdeling van n in exact k termen hebben, dan kunnen we 1 van
elke term aftrekken en dan hebben we een verdeling van n− k in hoogstens
k termen. Er is een 1-op-1 relatie tussen de sommen van n in exact k termen
en de sommen van n− k in k of minder termen.
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2.2 Partities van n in 3 delen

We willen de recursieformule voor pk(n) uitwerken tot een expliciete formule
als k = 3. We weten al zeker dat p3(0) = p3(1) = p3(2) = 0 en dat p3(3) = 1.
Verder is p3(4) = 1 en p3(5) = 2.

• Bekijken we voor n = 6k en n = 6k + 3:

– p3(6) = p3(3) + p2(5) = 1 + 2 = 3

– p3(9) = p3(6) + p2(8) = 3 + 4 = 7

– p3(12) = p3(9) + p2(11) = 7 + 5 = 12

– p3(15) = p3(12) + p2(15) = 12 + 7 = 19

– p3(6k) = 3k2

– p3(6k + 3) = 3k2 + 3k + 1

• Neem nu n = 6k + 1 en n = 6k + 4:

– p3(7) = p3(4) + p2(6) = 1 + 3 = 4

– p3(10) = p3(7) + p2(9) = 4 + 4 = 8

– p3(13) = p3(10) + p2(12) = 8 + 6 = 14

– p3(16) = p3(13) + p2(15) = 14 + 7 = 21

– p3(6k + 1) = 3k2 + k

– p3(6k + 4) = 3k2 + 4k + 1

• Neem tenslotte n = 6k + 2 en n = 6k + 5:

– p3(8) = p3(5) + p2(7) = 2 + 3 = 5

– p3(11) = p3(8) + p2(10) = 5 + 5 = 10

– p3(14) = p3(11) + p2(13) = 10 + 6 = 16

– p3(17) = p3(14) + p2(16) = 16 + 8 = 24

– p3(6k + 2) = 3k2 + 2k

– p3(6k + 5) = 3k2 + 5k + 2

Om q3(n) te berekenen, gebruiken we het feit dat q3(n) = p3(n)+p2(n)+p1(n).
Alles samengevoegd in 1 formule geeft dit:

Stelling 2.6. Als n = 6k + r, dan is

q3(n) = (k + 1)(3k + r) + b(0, 5)rc
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